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ابزار کلاسیک آنالیز . کندتغییر می)مکان(در طول زمانسیگنالی است که مشخصات آن ، 1ایستاسیگنال غیر
در ادامه با بررسی . کنداین تبدیل در مواجهه با سیگنالهاي غیرایستا ضعیف عمل می. تبدیل فوریه است،سیگنال

.پردازیمکه بخوبی نقاط ضعف این تبدیل را پوشش داده می2به معرفی تبدیل موجک،مشکلات تبدیل فوریه

تبدیل فوریه-1- 1
تواند بصورت مجموع توابع نمایی مختلط ابع تناوبی می، نشان داد که هر تJ.Fourier، ریاضیدان فرانسوي 19در قرن 

، 1965در سال . سالها بعد، ایده او به سیگنالهاي تناوبی و غیر تناوبی ناپیوسته تعمیم داده شد. نمایش داده شود
.را فراهم کردمعروفیت بیشتر تبدیل فوریه موجباتشد که رائها) Fast Fourier Transform)FFTالگوریتم 

:به این شکل است که) FT(کار تبدیل فوریه طرز 
FTطرز کار آن با دو معادله زیر . کندهر سیگنال را به یک سري توابع نمایی مختلط با فرکانسهاي متفاوت تجزیه می

:شودتعریف می

)1                                                    (




 dtetxfX ftj2).()(

)2               (




 dfefXtx ftj2).()(

توجه کنید . استتبدیل یافته آن Xو نشان دهنده سیگنال مورد نظرxفرکانس،fنشان دهنده زمان، tدر معادله فوق، 
نمایش مختلف این قرارداد براي متمایز کردن دو . باشدسیگنال در بعد فرکانس میXسیگنال در بعد زمان و xکه 

عکس تبدیل فوریه ) 2(و رابطه شمارهx(t)نشان دهنده تبدیل فوریه ) 1(رابطه شماره. سیگنال استفاده می شود
X(f) یعنی ،x(t)است.

:کنیمرا دقیقتر بررسی می) 1(حال معادله شماره
تمام زمانها محاسبه ضرب، و سپس مجموع آن براي"f"، در یک عبارت نمایی در یک فرکانس خاص x(t)سیگنال 

).شودمطلب مهم در اینجا عبارت براي تمام زمانهاست که در ادامه شرح داده می(شده است 
:تواند به شکل زیر هم نوشته شودمی) 1(توجه کنید که عبارت نمایی در رابطه شماره

1Non-stationary
2 Wavelet
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)3                                               ()...2sin()...2cos( tfjtf  

بنابراین . استf، و یک قسمت موهومی از سینوس فرکانس fداراي یک قسمت حقیقی از کسینوس فرکانس که 
گیرد، ضرب سیگنال اصلی در یک عبارت مختلط است که شامل سینویها و کسینوسهاي کاري که در واقع صورت می

توان گفت که مقدار بزرگی بود، میجمع اگر حاصل. شوندسپس این حاصلضربها با هم جمع می. باشدمیfفرکانس 
اي از سیگنال را قسمت عمدهfبدین معنا که سیگنال . طیفی غالب استءداراي یک جزf، در فرکانس x(t)سیگنال 

.نیستfاگر این رابطه صفر شد، یعنی سیگنال اصلاً داراي فرکانس . تشکیل داده است
با ءباشد، این جزfاگر سیگنال داراي مقدار بزرگی در فرکانس . شودضرب میfسیگنال در عبارت سینوسی فرکانس 

این امر نشاندهنده . دهدزمان خواهند بود و حاصلضرب آنها هم مقدار نسبتاً بزرگی را بدست میمعبارت سینوسی ه
.می باشدfداراي جز فرکانسی عمده اي در xاینست که سیگنال 

.اي نباشد، حاصلضرب مقدار نسبتاً کوچکی خواهد بودعمدهءي جز، داراfدر فرکانس x(t)اگر سیگنال 
سمت چپ این عبارت تابعی از . شودبر روي زمان محاسبه می) 1(توجه کنید که مجموع مورد نظر در عبارت شماره

.باید محاسبه شودfتک مقادیر جمع به ازاي تکبنابراین این حاصل. فرکانس است
یعنی . باشدنهایت مینهایت تا مثبت بیدر جمع ذکر شده، مربوط به تمام زمانها از منفی بیاطلاعات ارائه شده: توجه

این خصوصیت نشان دهنده اینست که . جمع دارداتفاق افتاده باشد تاثیر یکسانی در حاصلfدر هر زمانی فرکانس 
.، مناسب نیست)غیرایستاايسیگناله(کنند چرا تبدیل فوریه براي سیگنالهایی که در طول زمان تغییر می

این اطلاعات . فرکانسی خاص در سیگنال وجود دارد یا خیرءگوید که آیا یک جزتوجه کنید که تبدیل فوریه می
ایستابدانیم که آیا سیگنالFTاین مهم است که قبل از پردازش یک سیگنال با . استءمستقل از زمان وقوع این جز

.است یا خیر
:زیر استدهنده سیگنالنشان ) 1(شکل 

)4                     ()502cos()202cos()102cos()52cos()( tttttx  

تبدیل ) 2(شکل .اندهرتز است که در تمام زمانها اتفاق افتاده50و 20، 10، 5داراي چهار جز فرکانسی این سیگنال 
براي تبدیل فوریه .تشکل براي مقادیر محدودي نشان داده شده اسمحور فرکانس در این . این سیگنال استفوریه

ایم که محور در واقع ما در اینجا تبدیل فوریه گسسته را محاسبه کرده. نهایت ادامه داردپیوسته این تابع تا بی
.رود و سیگنال منتقل شده متقارن استتا دو برابر فرکانسهاي نمونه سیگنال بالا می) حداقل(فرکانس آن 

.ن دهنده چهار فرکانس مختلف است، توجه کنیدکه نشا) 2(به چهار قله موجود در شکل
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هرتز50و 20، 10، 5فرکانسی ءداراي چهار جزسیگنال ایستاي -1شکل 

)1(تبدیل فوریه سیگنال شکل -2شکل 
. است، و همان چهار فرکانس را داردسینوسوئیدسیگنال نیز یک سیگنال این .نگاه کنید) 3(سیگنال شکل حال به 

.دهدتبدیل فوریه این سیگنال را نشان می) 4(شکل .انددر زمانهاي متفاوتی رخ دادهءلیکن این اجزا
اي که در نقاط لطفاً به چهار قله. قبلی استسیگنالشبیه ) تقریباً(تبدیل این سیگنال نیز، ودرهمانطور که انتظار می

نویز مانندهایی که در بین دو قله وجود دارد، نشان دهنده آنست که . تز وجود دارد، توجه کنیدهر50و 20، 10، 5
اي در طیف سیگنال مورد نظر نیستند، داراي مقادیر و از آنجا که اجزا عمده. این فرکانسها هم در سیگنال وجود دارد

بخصوص توجه کنید که . سهاي مختلف استباشند و دلیل پیدایش آنها هم تغییرات ناگهانی بین فرکانکوچکی می
توان این با استفاده از فیلترهاي مناسبی می(میلی ثانیه تغییر کرده است 250چگونه سیگنال در بعد زمان در اطراف 

.)این مساله به موضوع بحث ما مربوط نیستکه البتهنویزها را از بین برد، 
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هرتز50و 20، 10، 5انسی فرکءداراي چهار جزسیگنال غیرایستاي -3شکل 

)3(تبدیل فوریه سیگنال شکل - 4شکل 
همانطور که در مثال فوق متوجه شدید، تبدیل فوریه . فاهیم پایه تبدیل فوریه آشنا شده باشیدمتا اینجا باید با 

ستند چون شامل یکی هفوق تقریباًتبدیل فوریه هر دو سیگنال. تواند بخوبی دو سیگنال فوق را از هم تمیز دهدنمی
، که در غیرایستاتواند ابزار مناسبی براي تحلیل سیگنالهايبنابراین تبدیل فوریه نمی. باشنداجزا فرکانسی یکسانی می

البته در مواقعی که زمان رخ دادن یک جز فرکانسی خاص مهم نباشد و .طول زمان طیف آنها تغییر می کند، باشد
.باشد، تبدیل فوریه می تواند مفید باشدفقط وجود فرکانسهاي مختلف مد نظر 

)Short-term Fourier Transform(تبدیل فوریه با دوره کوتاه - 1-2
ه ابتدا نگاه دقیقتري به مساله داشتاجازه بدهید توان زمان را وارد نمودار فرکانس کرد؟ چگونه میسوال اینجاست که 

.باشیم
عملکرد غیرایستاکرد این بود که تبدیل فوریه براي سیگنالهايکه در مورد تبدیل فوریه ایجاد مشکل میايخصیصه

.در نظر گرفت؟جواب مثبت استایستارا غیر ایستاسیگنالهاي کوتاه زمانی در بازهحال آیا می توان. خوبی نداشت
.واحدي ثابت است250سیگنال در فاصله زمانهاي . نگاه کنید) 3(شکل به 
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توان پنجره را تنگتر در نظر گرفت، آنقدر تنگ که قسمتی از زمانی کوچک باشد، میهاي حال حتی اگر این فاصله
.شود، واقعاً ثابت باشدسیگنال که در زیر آن واقع می

)STFT(3تاهکودورهیک نسخه تجدید نظر شده از تبدیل فوریه با نام تبدیل فوریه با به این رویکرد محققان منجر 
شود ، سیگنال به بخشهایی تقسیم میSTFTدر . وجود داردSTFTو FTچک بین در واقع فقط یک تفاوت کو.شد

آنشود که عرض انتخاب میwاي با تابعپنجرهدین منظور ب. بطوریکه هر بخش از سیگنال را بتوان ثابت فرض کرد
.باشدمیبرابر بخشی از سیگنال که ثابت است 

ثانیه Tفرض کنید عرض پنجره . قرار داردt=0گیرد یعنی تابع پنجره در ابتدا این پنجره در شروع سیگنال قرار می
فرض شده که واحدهاي زمانی بر (کند ثانیه ابتدا همپوشانی پیدا میT/2، تابع پنجره با )t=0(در این زمان . باشد

از سیگنال با T/2با انجام این کار فقط . شوندسپس تابع پنجره و سیگنال در هم ضرب می). حسب ثانیه هستند
اگر پنجره مستطیلی شکل با مقادیر یک باشد، آنگاه حاصلضرب برابر خود سیگنال (شود وزنهاي مناسب انتخاب می

.باید تبدیل فوریه آن محاسبه شودشود که این حاصلضرب یک سیگنال دیگر است، که سپس فرض می). خواهد بود
اگر همانطور که فرض شده این بخش از سیگنال . نال خواهد بودثانیه از سیگT/2نتیجه این انتقال تبدیل فوریه 

.باشد، مشکلی وجود نخواهد داشت و نمایش صحیصی از فرکانس در این محدوده زمانی بدست خواهد آمدایستا
. به یک مکان جدید و تکرار مجدد مراحل فوق خواهد بود) t1به ازاي مقداري مثل (مرحله بعد تغییر مکان این پنجره 

.ثانیه دیگر به انتهاي سیگنال برسیمtiاین روند ادامه می یابد تا وقتی که با افزودن 
:کندرا خلاصه میSTFTدر محاسبه تعریف زیر تمام مراحل فوق 

)5                             (dtettwtxftSTFT ftj

t

w
X

2)( )].'(*).([),'(  
STFTهمانطور که می بینید، . استآنمختلطمزدوج بیانگر *تابع پنجره و w(t)خود سیگنال، x(t)در رابطه فوق، 

جدید STFTیب اضرسري یک fو 'tبراي هر.سیگنال در تابع پنجرهحاصلضرب دیل فوریه چیزي نیست جز تب
.کنددرك بهتر این مفهوم کمک میبه) 5(شکل . شودمحاسبه می

x(t)به سیگنال w(t)اعمال پنجره -5شکل 

قرار t=t'1دهد که پنجره درنشان میزردرنگ . اند، توابع پنجره هستندآورده شدهگوسی که بصورت رنگیتوابع شبه
اینها سه تبدیل فوریه . هستندt=t'3و t=t'2به ترتیب نشان دهندهخاکستري و نارنجیهاي دارد، در حالیکه پنجره

3Short-term FT or Short-time FT
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صحیح از سیگنال بدست یزمان- یبنابراین یک نمایش فرکانس. دهندمتفاوت در سه زمان متفاوت را نشان می
.ایمآورده

، که فقط تابعی از FTبرخلاف (در ابتدا از آنجا که این تبدیل تابعی است از زمان و فرکانس . به یک مثال توجه کنید
مانند غیرایستایک سیگنال). سه بعدي اگر دامنه را هم در نظر بگیرید(، باید بصورت دو بعدي باشد )فرکانس بود

.نظر بگیریدرا در )6(شکل

اي از یک سیگنال غیرایستانمونه- 6شکل 
تابع سیگنال یکثانیه،میلی250تا 0فاصله . در این سیگنال چهار فرکانس متفاوت در چهار زمان مختلف وجود دارد

کانسهايبعد نیز تابع سینوسی و با فرايثانیهمیلی250هاي زمانی در بازه. استهرتز 300سینوسی ساده با فرکانس 
.دهداین سیگنال را نمایش میSTFT) 7(شکل . استغیرایستاظاهراً این یک سیگنال. استهرتز 50و 100، 200

)6(سیگنال شکل STFT- 7شکل 
بهارقام روي . بترتیب زمان و فرکانس هستندyو xمحورهاي . سه بعدي استنمودار همانطور که انتظار می رود، 

.معطوف کنیدبه شکل توجه خود را فقط . اندبه شکل خاصی نرمالایز شدهچرا که این مقادیرمحورها توجه نکنید 
تبدیل فوریه یک سیگنال همیشه . در ابتدا توجه کنید که نمودار به نسبت خط میانی محور فرکانس متقارن است

در STFTنباید تعجب کرد اگر بنابراین .استFTازبندي شدهیک نسخه پنجرهنیز صرفاً STFTاز طرفی. متقارن است
شود که بخش متقارن با فرکانسهاي منفی همبستگی دارد، مفهوم عجیبی گفته می. باشدتقارنداراي فرکانس بعد 

.متقارن هستندFTو STFTکه درك آن مشکل است و خوشبختانه مهم نیست، فقط کافیست بدانید 
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فرکانسی ءچهار قله متناسب با چهار جزاین وجه کنید که ت.استدر نمودارهم است چهار قله موجودمچیزي که 
. اند، این چهار قله در فاصله زمانیهاي متفاوتی در طی محور زمان قرار گرفتهFTبرخلاف . در دل سیگنال استموجود

.سیگنالی در زمانهاي متفاوت بودءار جزهبخاطر بیاورید که سیگنال اصلی داراي چ
این اصل به اندازه . مربوط است4نبرگیزاصل عدم قطعیت هنام هبه مفهومی بوجود دارد STFTی که در مشکل

این . فرکانس سیگنال بکار رود-گردد که می تواند به عنوان اطلاعات زمانحرکت و مکان ذرات در حال حرکت برمی
را بدست آورد، یعنی کسی فرکانس یک سیگنال-زمانو همزمانتوان نمایش دقیقنمیکه گوید اصل بطور ساده می

هاي توان فهمید فاصلهچیزي که می. سیگنال وجود داردیک ي نمونهاز فرکانسی در هر زمان يداند چه اجزانمی
.آوردرا بوجود مییا رزلوشنپذیريزمانی است که هر باند فرکانسی بوجود آمده، که خود مشکل درجه تفکیک

شناخته هعرض تابع پنجره بعنوان پشتیبان پنجر. یست که باید استفاده شوداعرض تابع پنجرهناشی از STFTمشکل 
.رودبکار میموجکاین اصطلاح بیشتر در مورد. می شود

دانستیم چه ما دقیقاً میدر خصوص فرکانس پذیري وجود نداشت، چوندر تبدیل فوریه، مشکل درجه تفکیک
و رزولوشن فرکانسی در بعد زمان صفر بود، چون هیچ FT، رزولوشن زمانی در مقابلر د.فرکانسهایی وجود دارد

شود تبدیل فوریه رزولوشن فرکانسی کامل داشته باشد اي که باعث میمساله. اطلاعاتی در مورد آنها وجود نداشت
ز منفی بینهایت تا است که براي همه زمانها اexp(jwt)نمایی تابعیک، در واقع هسته آن FTاینست که پنجره در 

، پنجره داراي عرض محدودي است، بنابراین فقط قسمتی از سیگنال STFTدر در حالیکه. مثبت بینهایت ادامه دارد
توان بدین معنا که نمی. درجه تفکیک پذیري فرکانسی پائین بیایدتا شود باعث میاین امر دهد که را پوشش می

.ص داد و فقط می توان باندي از فرکانسها را بدست آوردفرکانسی درست را در سیگنال تشخیياجزا
ایست با عرض خود هسته پنجرهچرا که ، کندفراهم میرزولوشن فرکانسی کامل را مکان داشتن، تابع هسته اFTدر 

حال اگر. توان رزولوشن کامل را داشتعرض محدود است و بنابراین نمیاي باپنجرهSTFTمقابل دارايدر. بینهایت
جایگزین FTرا با STFTدهیم و در واقع بینهایت بگیریم اطلاعات زمانی را از دست میSTFTعرض پنجره را در 

.کنیممی
اي با عرض بینهایت استفاده کنیم، رزولوشن فرکانسی کامل را خواهیم داشت لیکن اطلاعات زمانی را از اگر از پنجره

باید پنجره را آنقدر کوچک بگیریم که سیگنال در آن ایستا سیگنال بعلاوه، براي بدست آوردن یک . دهیمدست می
بودن بهتري خواهیم داشت، ولی ایستاباشد، رزولوشن زمانی و فرض باریکترهر چه پنجره . باشدایستامحدوده 

بدین ترتیب.خواهد آمدرزولوشن فرکانسی پائین 
فرکانسی پائینرزولوشن زمانی خوب، رزولوشن >=====باریکپنجره 
رزولوشن فرکانسی خوب، رزولوشن زمانی پائین>=====پهنپنجره

.استفاده شده استSTFTچهار پنجره با طولهاي متفاوت براي محاسبه . به دو مثال توجه کنید
:استبا رابطه زیرتابع پنجره اي که استفاده می شود یک تابع گوسی

)6                                                       (2

. 2

)(
ta

etw




4Heisenberg
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اي پنجره بکار را برگوسی چهار تابع مختلف)8(شکل . زمان استبیانگر tنشان دهنده طول پنجره و aکه در آن 
a=0.001ال فوق با مقدار مث. در رابطه فوق استaعرض پنجره تابعی از پارامتر . دهدنشان میSTFTرفته در 

.شده استمحاسبه

.استaعرض پنجره تابعی از پارامتر . پنجره گوسی با چهار عرض مختلف-8شکل 
، لیکن رزولوشن فرکانسی پائین درزولوشن زمانی خوبی داشته باشSTFTپنجره انتظار داریم که باریکترینبراي 
.را ببینید) 9(شکل . باشد

.یعنی باریکترین پنجرهa=0.01با پنجره گوسی و پارامتر ) 6(سیگنال شکل STFT-9شکل 
، هر قله نشان دهنده یک نیزبعد فرکانسضمناً در و اندشدهزمان از هم جدا محور توجه کنید که چهار قله در 

را ) 10(شکل . را بیشتر بگیریمعرض پنجره بیایید حال . مشخصمحدوده فرکانسی است نه یک مقدار فرکانس 
.ببینید
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)9(تر از پنجره بکار رفته در شکل با پنجره گوسی پهن) 6(سیگنال شکل STFT-10شکل 
یافته رزولوشن فرکانسی بهبود ولی در مقابلاند، زمان بخوبی از هم جدا نشدهمحور توجه کنید که قله ها در طول 

.ببینیدرا) 11(شکل . معرض پنجره را اضافه کنیبیایید باز هم . است

)10(تر از پنجره بکار رفته در شکل با پنجره گوسی پهن) 6(سیگنال شکل STFT-11شکل 
.کندمیرزولوشن همیشه ما را درگیر مسالهSTFTاستفاده از . دهندرا نشان میSTFTرزولوشن در سالهاین مثالها م

اگر در سیگنال نکته قابل ذکر اینکه ؟استفاده کنیمرا اي چه پنجرهو بنابراین همیشه با این سوال مواجه هستیم که
توان تا حدودي رزولوشن فرکانسی را از دست داد و در مقابل رزولوشن اصلی اجزا فرکانسی از یکدیگر مجزا باشند، می

.زمانی را بالا برد چرا که فرکانسهاي مختلف بخوبی از یکدیگر مجزا هستند
.سعی در حل این مشکل اساسی داردموجک،تبدیلبا توجه به مشکل رزلوشن
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تحلیل چند رزلوشنی-2
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تحلیل چند رزلوشنی-2
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و علیرغم ) یزنبرگاصل عدم قطعیت ه(اگر چه مشکلات رزولوشن زمان و فرکانس نتیجه یک پدیده فیزیکی است 
) MRA(5آنالیز چند رزلوشنینام، می توان هر سیگنال را با استفاده از یک رویکرد دیگر به معرفی شدهتبدیل

همانطور که از نامش پیداست، سیگنال را در فرکانسهاي مختلف با رزولوشنهاي متفاوت تحلیل MRA. تحلیل کرد
.شودوجود داشت، تجزیه نمیSTFTطیف به شکلی که در ءهر جزدر این حالت .کندمی

MRA به نحوي طراحی شده که براي فرکانسهاي بالا رزولوشن زمانی خوب و رزولوشن فرکانسی ضعیف و براي
این رویکرد بخصوص زمانی مفید . فرکانسهاي پائین، رزولوشن فرکانسی خوب و رزولوشن زمانی ضعیف را نتیجه دهد

با ءتر داراي اجزاهاي طولانیبالا و براي دورهبا فرکانس ءهاي کوتاه، داراي اجزااست که سیگنال مورد نظر براي دوره
شویم غالباً از این نوع خوشبختانه سیگنالهایی که در کاربردهاي عملی با آنها مواجه می. تر باشدفرکانس پائین

این سیگنال تقریباً براي تمام قسمتها داراي . سیگنالی از این نوع را نشان می دهد)12(شکل بعنوان مثال، . هستند
.بالا استو دامنهبا فرکانسيهاي سیگنال داراي اجزاکوتاهی در میانهيین و براي دورهیپانسبتاً با فرکانس ءجز

هاي بالا در بخش میانیسیگنالی با فرکانسهاي پایین در کل سیگنال و فرکانسها و دامنه-12شکل 

5Multi-resolution analyze
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(CWT)6پیوستهموجکتبدیل-1- 2
موجکتحلیل . پذیري بوجود آمدو براي حل مشکل تفکیکSTFTد دیگر از پیوسته بعنوان یک رویکرموجکتبدیل

شود که مشابه تابع پنجره در ضرب می) موجکتابع (سیگنال در یک تابع .گیردصورت میSTFTبه روشی مشابه 
STFTهر چند دو تفاوت . شوداست و تبدیل بطور جداگانه براي قسمتهاي مختلف سیگنال در بعد زمان محاسبه می

:وجود داردSTFTو CWTعمده بین 
هاي سیگنال بصورت سینوسی قلهلذا د شد، و نبندي شده محاسبه نخواهتبدیلهاي فوریه سیگنالهاي پنجره-1

.شوندشوند، بدین معنی که فرکانسهاي منفی در نظر گرفته نمیفرض می
ترین مشخصه د، که این خصیصه احتمالاً عمدهکنعرض پنجره به ازاي محاسبه هر جز طیف تغییر می-2

.استموجکتبدیل
:پیوسته به شکل زیر تعریف می شودموجکتبدیل

)7                                ( 
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s

t
tx
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ssCWT xx
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رامترهاي ، که به ترتیب پاsو τشود، سیگنال تبدیل شده، تابعی است از دو متغیر،همانطور که در رابطه فوق دیده می
این نام به دلیل دو خصیصه مهم . شودنامیده میموجک مادرتابع تبدیل است وt)(. انتقال و مقیاس هستند

.توضیح داده شده، تخصیص یافته استکه در ادامه موجک تحلیل
پشتیبان (طول محدود داراي) پنجره(تابع با این معنی است کهط تبمریکوچک. یعنی موج کوچکموجکعبارت
ارد که توابع با بر این دعبارت مادر دلالت . استنوسانیداراي شکل تابع نیز بدین معنی است کهموج . است) فشرده
مادر مشتق موجکمتفاوت که در فرآیند تبدیل استفاده می شوند، از یک تابع اصلی یاهايپشتیبانها ومکان
.یک نمونه اولیه براي ساخت سایر توابع پنجره استمادرموجکبه بیان دیگر، . اندشده

که پنجره در طول سیگنال تغییر مکان بهفراینديبود و STFTعبارت انتقال در اینجا به همان معنایی است که در 
بر در این حالت . بدیهی است که این عبارت، بر اطلاعات زمانی در فضاي تبدیل دلالت دارد. شودمی دهد، مربوط می

، پارامتر فرکانس نداریم، در عوض پارامتري با نام مقیاس وجود دارد که در ادامه با جزئیات بیشتر STFTفخلا
.توضیح داده می شود

مقیاس- 2-1-1
هاي نقشه، مقیاسدننهما. شودها استفاده می، مشابه مقیاسی است که در نقشهموجکاین پارامتر در تجزیه و تحلیل 

دهنده یک دید با تفصیل بیشتر و مقیاسهاي پائین نشان) از سیگنال(فاقد جزئیات دهنده یک دید کلی بالا نشان
که (نمایانگر اطلاعات کلی یک سیگنال ) مقیاسهاي بالا(به طور مشابه، در مورد فرکانسها، فرکانسهاي پائین . هستند

نمایانگر ) مقیاسهاي پائین(، هستند در حالیکه فرکانسهاي بالا)معمولاً تمام محدوده یک سیگنال را می پوشانند
. باشندمی) شودکه معمولاً مربوط به یک زمان نسبتاً کوتاه می(اطلاعات جزئی یک الگوي پنهان در سیگنال 

:سیگنالهاي کسینوسی مربوط به مقیاسهاي مختلف در شکل زیر آورده شده است

6Continues Wavelet Transform
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مقیاسهاي مختلف یک تابع کسینوسی-13شکل 
ه در شکل چتمام دوره سیگنال را برخلاف آن) فرکانسهاي بالا(عملی، مقیاسهاي پائین خوشبختانه در کاربردهاي

مقیاسهاي بالا در حالیکهشوندگیرند، و در طول زمان بصورت انفجاري ظاهر مینشان داده شده، دربر نمی
.وم دارندادتمعمولاً در تمام دوره سیگنال ) فرکانسهاي پائین(

مقیاسهاي بزرگتر . ا باز کندیعملیات ریاضی، ممکن است یک سیگنال را فشرده ذاري، بعنوان یک گمقیاس
تمام سیگنالهاي . دهنده سیگنالهاي فشرده شده هستنددهنده سیگنالهاي باز شده و مقیاسهاي کوچکتر نشاننشان

ده شده یک هاي باز شده یا فشرنسخهبه عبارت دیگر. اندشکل فوق از یک سیگنال کسینوسی مشابه مشتق شده
.بزرگترین مقیاس استs=1کوچکترین و s=0.05، )13(در شکل. کسینوس هستند

و یک نسخه بازشده است در s>1است اگر f(t)) فشرده شده(منقبض شده f(si)یک تابع ریاضی باشد، آنگاه f(t)اگر 
.s<1صورتیکه داشته باشیم 

سیگنال s>1مقیاس در مخرج استفاده شده، یعنی عکس عبارت فوق برقرار است، ،موجکبهر حال، در تعریف تبدیل 
.کندسیگنال را فشرده میs<1را باز و 

CWTمحاسبه -2- 1- 2

موجک. سیگنالی است که قرار است تجزیه شودx(t)فرض کنید . در این قسمت آورده شده است)7(شرح رابطه
هاي شوند، نسخههایی که استفاده میتمام پنجره. ها انتخاب شده استمادر بعنوان یک نمونه اولیه براي تمام پنجره

تعدادي تابع وجود دارند که براي این منظور استفاده . مادر هستندموجکو شیفت داده شده ) فشرده شده(باز شده 
را توضیح آنهابعداً و تابع کلاه مکزیکی استفاده شده است که موجکMorletدر مثالهاي این بخش از. شوندمی

.خواهیم داد
بزرگتر و کوچکتر از sبراي تمام مقادیر CWTشود و آغاز میs=1مادر انتخاب شد، محاسبات با موجکبعد از اینکه 

براي تمام اهداف عملی، سیگنال . لیکن، بسته به سیگنال، یک تبدیل کامل معمولاً نیاز نیست. شودمحاسبه مییک
در این مطالعه، مقادیر . هاي محدود مقیاسها کافیستبنابراین، محاسبه تبدیل براي فاصله زمانی.شودمحدود می

.استفاده شده است که بعداً توضیح داده خواهد شدsفاصله محدودي براي 



تبدیل موجک

17

یابد، بدین معنا که تجزیه ازادامه میsشروع شده و با افزایش مقادیر s=1براي راحتی کار، پروسه با مقیاس 
موجکترین نشان دهنده فشردهsمقدار اولیه . یابدفرکانسهاي بالا شروع شده و به سمت فرکانسهاي پائین ادامه می

.بازتر خواهد شدموجک، sبا افزایش مقدار . است
در سیگنال یکدر مقیاسموجکتابع . گیرداي که زمان برابر صفر است، قرار میدر آغاز سیگنال یعنی نقطهموجک
sqrt(t)/1نتیجه جمع، سپس، در عدد ثابت . گیردجمع انجام میها حاصلضربشود و سپس بر روي تمام میضرب

سازي انرژي است، بطوري که سیگنال تبدیل شده به ازاي تمام مقیاسها این ضرب براي اهداف نرمال. شودضرب می
به بیان . s=1در زمان صفر و مقیاس CWTار نتیجه نهایی مقدار تبدیل است، یعنی مقد. انرژي یکسانی داشته باشد

.در مقیاس زمانs=1و τ=0دیگر، این مقداریست مطابق با نقطه 
، و رابطه فوق براي بدست آوردن t=τشود، به سمت راست شیفت داده میτسپس به اندازه s=1در مقیاس موجک

.شوددر فضاي فرکانس محاسبه میs=1و t=τمقدار تبدیل در
در این مرحله، یک سطر از نقاط مقیاس . کندبه انتهاي سیگنال برسد، ادامه پیدا میموجکاین روند تا وقتی که 

.محاسبه شده استs=1زمان براي 
باید بصورت پیوسته sو توجه کنید که این یک تبدیل پیوسته است و. یابدبه اندازه کمی افزایش میsسپس، 

قرار باشد این فرآیند توسط کامپیوتر انجام شود، هردوي این پارامترها به یک اندازه حال اگر . افزایش پیدا کنند
.این به معناي نمونه برداري در مقیاس زمان است. کنندکوچک مناسب افزایش پیدا می

یاس مقصفحه، یک سطر متناظر در sهر بار محاسبه با یک مقدار . شودتکرار میsفرآیند فوق به ازاي تمام مقادیر 
.کندزمان را پر می

:تصاویر زیر تمام فرآیند را بصورت گام به گام شرح می دهند

فرایند محاسبه تبدیل موجک در یک مقیاس خاص-14شکل 
سیگنال یک نسخه قطع شده از سیگنال . اندنشان داده شدهبراي چهار مقدار متفاوتموجکدر این شکل سیگنال و 

به فشردگی آن توجه کنید . باشدترین مقیاس یا بالاترین فرکانس میینیناظر با پامت،یکمقیاس . است)13(شکل
در هر . =140و =2،=40،=90در شکل نشان داده شده است،موجکچهار مکان مجزا از تابع ). پنجره آبی(

را موجکوقتی سیگنال در مناطقی که ،واضح است که حاصلضرب. در سیگنال ضرب شده استموجکمکان، 
با . گیرد، غیر صفر و براي سایر قسمتها صفر است، قرار می)غیر صفر استموجکمکانهایی که (کنندپشتیبانی می
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، سیگنال در مقیاس sشود، و با تغییر مقدار در طول زمان، سیگنال در طول زمان محلی میموجکتغییر مکان 
.محلی خواهد شد) فرکانس(

در موجک، ضرب )است1که در این مورد (باشد sمقدار فعلی با باشد که مطابق طیفی ءیک جزداراي اگر سیگنال 
اگر جز طیفی که متناظر با . دهدطیفی وجود دارد، یک مقدار نسبتاً بزرگ را نتیجه میءسیگنال در مکانی که آن جز

)14(سیگنال شکل. بودحاصلضرب نسبتاً کوچک یا صفر خواهد مقدار باشد در سیگنال موجود نباشد، sمقدار فعلی 
.داشته استs=1طیفی قابل مقایسه با عرض پنجره در ياجزاt=100 msدر حوالی 

CWTمیلی ثانیه براي مقیاسهاي پائین مقادیر بزرگ، و در جاهاي دیگر مقادیر 100در حوالی )14(سیگنال شکل
دهد چرا که تقریباً براي کل دوره سیگنال مقادیر بزرگی را میCWTبراي مقیاسهاي بالا، . دهدکوچکی را نتیجه می

.فرکانسهاي پائین در تمام زمانها وجود دارند

)14(فرایند محاسبه تبدیل موجک در یک مقیاسی بزرگتر از شکل -15شکل 

)15(فرایند محاسبه تبدیل موجک در مقیاسی بزرگتر از شکل -16شکل 
توجه کنید که چگونه .دهندنشان میs=20و s=5، همان روند را به ترتیب براي مقیاسهاي )16(و ) 15(هاي شکل

يکند، تبدیل اجزاوقتی عرض پنجره افزایش پیدا می. کندتغییر می) کاهش فرکانس(عرض پنجره با افزایش مقیاس 
.گیردتر را در نظر میبا فرکانس پائین
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. شودمقیاس زمان محاسبه میيصفحه، یک نقطه از)فاصله زمانی(ن بعنوان نتیجه، براي هر مقیاس و هر زما
. سازندمزبور را میيصفحهمحاسبات در یک مقیاس یک سطر، و محاسبه مقیاسهاي مختلف ستونهاي

که در شکل غیرایستایک سیگنال. واقعاً به چه شکل استموجکحال به یک مثال توجه کنید و ببینید که تبدیل 
آورده شده فقط در STFTاین شبیه مثالی است که در مورد . داده شده است، را در نظر بگیریدنشان) 17(

10، 20، 30فرکانسی ءهمانطور که در شکل نشان داده شده، سیگنال تشکیل شده از چهار جز. فرکانسهاي متفاوت
.هرتز5و 

هرتز5و 10، 20، 30کانسی فرءچهار جزاي از یک سیگنال غیر ایستا متشکل از نمونه-17شکل 
توجه کنید که محورها تبدیل و مقیاس هستند و نه زمان و . استاین سیگنال تبدیل موجک پیوسته، )18(شکل

. مادر کجا قرار گرفته استموجکدهد، از آنجا که تبدیل دقیقاً وابسته به زمان است، این محور نشان می. فرکانس
به . کاملاً عکس فرکانس بود)7(به خاطر بیاورید که پارامتر مقیاس در رابطه. مقیاس یک داستان کاملاً متفاوت دارد

در خصوص درجه تفکیک پذیري فرکانس گفتیم، عکس موجکبیان دیگر، هر آنچه که در مورد مشخصات تبدیل 
.بعدي نشان داده شده استسیگنال دوWTآنچیزي است که توسط 

)17(تبدیل موجک پیوسته سیگنال شکل - 18شکل 
توجه کنید که در شکل فوق، آن قسمت از گراف که مقیاسهایی نزدیک به صفر دارد، در واقع مربوط به فرکانسهاي 

30تا 0ر تبدیل بود، که در کوچکترین مقیاس د) بالاترین فرکانس(هرتز 30سیگنال در ابتدا داراي جز . بالا است
. آخرالیهرتز آمده و همینطور 20سپس دومین فرکانس یعنی . ظاهر شده است
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)18نسبت به شکل (اي دیگر از زاویه) 17(تبدیل موجک پیوسته سیگنال شکل -19شکل 
انسها که یک درجه تفکیک پذیري ثابت براي تمام زمانها و فرکSTFTحال با این مشخصات تفکیک پذیري، برخلاف 

پذیري زمانی خوب و فرکانسی بد براي فرکانسهاي بالا، و تفکیک پذیري فرکانسی خوب و درجه تفکیکWTداشت، 
را پذیري اما از زاویه دیگري که خصایص تفکیک)18(همان تبدیل)19(شکل. زمانی بد براي فرکانسهاي پائین دارد

پذیري مقیاس بهتر دارند که متناظر است با ئین تفکیکمقیاسهاي پا)19(در شکل. دهدنمایش میبیشتر مشخص
.تفکیک پذیري فرکانسی ضعیف

150میلی ثانیه و 1000نقطه در محور تبدیل متناظر با 100تقریباً . اندنرمال شده)19(و ) 18(محورها در شکلهاي
اي تبدیل و مقیاس مطابق با اعداد روي محوره(هرتز است 40نقطه در محور مقیاس متناظر با یک باند فرکانسی 

).دهندها در محاسبات را نشان میثانیه و هرتز نیستند، فقط تعداد نمونه

رزولوشنهاي زمانی و فرکانسی- 3- 1- 2
به خاطر بیاورید که . کنیمرا بررسی میموجکل یدر این قسمت به صورت دقیقتري مشخصات رزولوشن تبد

.بودWTمشکلات رزولوشن مهمترین دلیل براي انتخاب 
هر چهار ضلعی در این شکل متناظر با . شودغالباً براي شرح رزولوشنهاي زمانی و فرکانسی استفاده می)20(شکل

توجه کنید که این چهارضلعیها یک سطح غیر صفر خاص دارند . فرکانس است-زمانصفحهدر موجکمقدار تبدیل 
تمام نقاطی که در یک . فرکانس نامشخص است–زمانصفحهکه نشان دهنده اینست که مقدار یک نقطه خاص در

.شوندنشان داده میWTچهارضلعی قرار بگیرند، با یک مقدار 
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در تبدیل موجکرزولوشنهاي زمانی و فرکانسی-20شکل 
کند، لیکن مساحت اولین چیزي که باید به آن توجه شود اینست که اگرچه طول و عرضهاي چهارضلعیها تغییر می

ین، در فرکانسهاي پای. دهدفرکانس را نشان می–زمان صفحهعنی هر چهارضلعی یک قسمت مساوي از ی. ثابت است
در ). رزولوشن زمانی ضعیفتر(ولی عرض آنها بیشتر است ) رزولوشن فرکانسی بهتر(ارتفاع چهارضلعیها کمتر 

یابد، شود و ارتفاع آنها افزایش میفرکانسهاي بالاتر، عرض چهارضلعیها کاهش می یابد یعنی رزولوشن زمانی بهتر می
.شودبدین معنا که رزولوشن فرکانسی ضعیفتر می

صرفنظر از . رزولوشن زمانی و فرکانسی ثابت است بنابراین چهارضلعیها به شکل مربع خواهند بودSTFTدر مورد 
بعنوان . شودبرگ تعیین مییکی است و توسط نامعادله هایزنWTو STFTابعاد چهارضلعیها، مساحت تمام آنها، در 

ها یا مادر ثابت است، در حالیکه پنجرهموجکیا ) STFT(خلاصه، مساحت یک چهارضلعی، براي هر تابع پنجره 
توان مساحت چهارضلعیها را بنا به یعنی نمی. مادرهاي متفاوت ممکن است مساحتهاي متفاوتی داشته باشندموجک

مادر مشخص، ابعاد چهارضلعیها ممکن موجکاز طرف دیگر، براي یک . اي افزایش داداصل هایزنبرگ به هر اندازه
.دهدانجام میموجکاین دقیقاً کاریست که تبدیل . است تغییر کند در حالیکه مساحتها یکی است
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دیدگاه ریاضی: تئوري موجک-3
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. دهدتواند پایه بیشتر تکنیکهاي آنالیز سیگنال باشد را شرح می، که میموجکاین بخش ایده اصلی تجزیه و تحلیل 
FT که توسطFourier هر بردار در . کندسازي تابع استفاده میتوابع پایه براي آنالیز و دوبارهیکسري تعریف شد، از

شود، یعنی با ضرب بردارها تواند بصورت یک ترکیب خطی بردارهاي پایه آن فضاي بردار نوشته یک فضاي بردار می
ضرایب تبدیل، یا ضرایب (آنالیز سیگنال شامل تخمین این اعداد ثابت است . در اعداد ثابت و سپس جمع حاصلضربها

.ترکیب یا ترمیم برابر است با محاسبه معادله ترکیب خطی). و غیرهموجکفوریه، ضرایب 
.موجود است"Keiser،"A Friendly Guide to Waveletتمام تعاریف و تئوریهاي مربوط به این موضوع در کتاب

بردارهاي پایه-3-1
می تواند بصورت Vدر vکه هر بردار است، یک مجموعه بردارهاي مستقل خطی Vیک پایه براي فضاي بردار 

لیکن . ممکن است براي یک فضاي بردار بیش از یک پایه وجود داشته باشد. ترکیب خطی این بردارها نوشته شود
بعنوان مثال، در فضاي دوبعدي، . بعد آن فضاي بردار خاص هستندبا تمام آنها داراي تعداد بردارهاي یکسان و برابر 

:پایه دو بردار خواهد داشت
)8       (

k
k

kbv

:این مفهوم می تواند به راحتی به توابع تعمیم داده شود
)9                                                         (

k
kk ttf )()( 

هستند که یک سري متعامداغلب توابعی. هستندFTع پایه براي تواب) سینوسها و کسینوسها(توابع نمایی مختلط 
.خصایص مطلوب براي قسمت ترکیب دارند

) است[a,b]پذیر در فاصله ، نشان دهنده مربع توابع انتگرالL^2[a,b])L^2[a,b]دو تابع در g(t)و f(t)فرض کنید 
:تعریف شده است)10(ضرب داخلی دو تابع در رابطه. باشند

)10                                               (
b

a

dttgtftgtf )().()(),( *

,)(تواند به شکل ضرب داخلی سیگنال مورد نظر در توابع پایه میCWTبر طبق تعریف فوق از ضرب داخلی،  ts

:فرض شود
)11                                    ( dtttxssCWT sxx )().(),(),( *

,
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که در آن،
)12                                                     ()(

1
, s

t

s
sr







.را در مقیاس فعلی نشان می دهندموجکنزدیکی سیگنال به CWTضرایب 

Orthonormalityضرب داخلی، متعامد بودن و - 3-2
:متعامد هستند اگر ضرب داخلی آنها صفر باشدwو vدو بردار 

)13                                                   ( 
n

nnwvwv 0, *

:متعامد هستند اگر ضرب داخلی آنها صفر باشدgو fبطور مشابه دو تابع 

)14                                          ( 
b

a

tdtgtftgtf 0)()().()(),( *

دو متعامد و همگی طول واحد داشته ه هستند اگر دو بorthonormal{v_1,v_2,…,v_n}یک مجموعه بردارهاي 
:باشند

)15                                                        (mnnm VV ,

:بطور مشابه، در مورد توابع نیز این تعریف را داریم

)16                               ( 
b

a

lk condityorthogonallkdttt .)(0)()( *

و

)17                                                        (  
b

a

k dxt 1)(
2

یا معادل آن

)18                                                        ( 
b

a

kllk dttt  )()( *

:است و بصورت ذیل تعریف می شوددلتاتابعklکه در آن

)19    (








lkif

lkif
kl 0

1


در میان آنها . پایه وجود داشته باشد) یا بردارهاي(همانطور که قبلاً اشاره شد، ممکن است بیش از یک مجموعه توابع 
تحلیلی ارائه می دهند، از اهمیت ، به دلیل مشخصات جالبی که در پیدا کردن ضرایب orthonormalتوابع پایه 

. شودبا استفاده از این توابع محاسبات این ضرایب به طرز ساده و سرراستی انجام می. خاصی برخوردار هستند
:را می توان به این شکل بدست آوردkضرایبorthonormalبراي توابع 

)20                                      ( dtttff kkk )().(, *

:داریم) 9(بدست آمده از این رابطه در رابطه kو با جایگزین کردن ضرایب
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)21                                                        (
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kk
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در حالیکه نسخه تعمیم یافته آنها یعنی توابع پایه ،براي هر نوع کاربردي وجود ندارندorthonormalتوابع پایه 
biorthogonalاین مشکل را ندارند .biorthogonalکند که نسبت به هم اي را مشخص میتوابع پایهorthogonal

.دهندرا تشکیل نمیorthogonalهستند ولی یک مجموعه 
ها بخش frame. شوند در دسترس نیستندها استفاده میframeنیز در تمام مواردي که biorthogonalلیکن توابع 

که قبلاً اشاره Kaiserتوانند به کتاب دهند و براي اطلاع بیشتر خوانندگان میرا تشکیل میموجکمهمی از تئوري 
.شد، رجوع کنند

تصاویر . دهیمپیوسته ارائه میموجکاز تبدیلداشتیم، در ادامه چند مثالSTFTبخش مربوط بهبه همان ترتیب که 
.نوشته شده، تولید شده استCWTاي که براي محاسبه این مثالها، توسط برنامه

از آنها استفاده موجکمادري را که معمولاً براي تحلیلموجکقبل از اینکه این بخش را به پایان برسانیم، دو
:شودیکی به عنوان مشتق دوم تابع گوسین تعریف میکلاه مکزموجک. دهیمنشان میراکنیممی
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:نیز به صورت زیر تعریف می شودMorletموجکو 
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.پارامتر مقیاس است که روي عرض پنجره اثر داردیک پارامتر مدولاسیون وaدر آن که

ثالهام- 3-3
event relatedاین سیگنالها از پایگاه داده سیگنالهاي . است7غیرایستاتمام این مثالها مربوط به سیگنال زنده

potentialsاز آنجا که این سیگنالها، سیگنالهاي . مربوط به افراد عادي و بیماران مبتلا به آلزایمر اقتباس شده است
هاي زنده CWTد اي در موراین سیگنالها فقط براي داشتن ایده. اي نیستسینوسی عادي نیستند، شرح آنها کار ساده

.اندارائه شده
.متعلق به یک فرد عادي است) 21(شکلسیگنال

7Non-stationary
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سیگنال مربوط به یک فرد عادي-21شکل 
میتی ندارند، این اعداد ها براي ما اهراعداد روي محو.دهدتبدیل موجک پیوسته این سیگنال را نشان می) 22(شکل 

مقیاس - تبدیليصفحهبر روي60و مکانهاي مقیاس 350در تبدیل CWTفقط نشان دهنده این هستند که 
نکته مهمی که باید به آن توجه شود اینست که همانطور که در مورد محاسبات در تعداد مکانهاي . محاسبه شده است

CWTاین فقط یک نسخه گسسته از . دهندپیوسته واقعی را نشان نمیWTیک ،محدود مشخص است، محاسبات

.نیست) DWT(گسسته موجکتوجه کنید که این مورد یک تبدیل. ح داده خواهد شداست که بعداً توضی

)21(تبدیل موجک پیوسته سیگنال شکل - 22شکل 
.بهتر از زاویه دیگر نشان داده شده استبراي دیداست که) 22(همان شکل ) 23(شکل
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اي دیگراز زاویه) 22(تبدیل شکل -23شکل 
.ه یک بیمار مبتلا به آلزایمر استبسیگنال مربوط ) 24(شکل 

سیگنال مربوط به یک فرد مبتلا به آلزیمر-24شکل 
.نشان داده شده است) 25(تبدیل موجک پیوسته این سیگنال در شکل 

)24(تبدیل موجک پیوسته سیگنال شکل -25شکل 



تبدیل موجک

28

.بهتر از زاویه دیگر نشان داده شده استبراي دیداست که) 25(همان شکل ) 26(شکل

اي دیگراز زاویه) 25(تبدیل شکل -26شکل 

ویولتترکیب - 4- 3
نباشند، یک orthonormalبرقرار باشد، حتی اگر توابع پایه ) 25(تبدیل ویولت پیوسته در صورتیکه شرایط رابطه

معکوس با استفاده از رابطه موجکتبدیل . خوشبختانه این شرایط محدود کننده نیستند. تبدیل برگشت پذیر است
:زیر محاسبه می شود

تبدیل موجک معکوس             ) 24( 
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،عملیات معکوس اینست که ثابت مقبولیت. شود داردمیکه استفاده موجکیثابتی است که بستگی بهcکه در آن
:شرط مقبولیت زیر را دارا باشد

شرط مقبولیت                            ) 25(
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 dc

ˆ)(در آن که تبدیل فوریه)(tرابطه.است)0(0کند کهایجاب می) 25(ˆ باشد، یعنی:
)26                                                              (  0)( dtt

براي . صفر استموجکیک رابطه محدود کننده نیست و انتگرال بسیاري از توابع) 26(بینید، رابطههمانطور که می
.وسانی باشدباید ن، موجک )26(برقراري رابطه
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موجکسریهاي: موجک پیوستهگسسته کردن تبدیل-3-5
CWTو نه STFT، نه FTواضح است که نه . شودامروزه براي بسیاري از محاسبات از کامپیوترها استفاده می

توانند در عمل با استفاده از معادلات تحلیلی و انتگرالها و غیره محاسبه شوند و لازم است که تبدیل گسسته نمی
برداري فرکانس با نرخ نمونه- زماني صفحهحل انجام این کار نمونه برداري ازترین راهبدیهیSTFTو FTمانند . شود

.برداري استفاده کردییرات مقیاس براي کاهش نرخ نمونهتوان از تغ، میWTبنابراین، در مورد . یکنواخت است
به بیان دیگر، . کاهش یابد8نایکویستتواند بنا به قانون برداري مینرخ نمونه) ینتریفرکانسهاي پا(در مقیاسهاي بالاتر 

2Nبا نرخ2sتواند در مقیاسمیصفحهبرداري کنیم، ایننمونه1Nبا نرخ1sزمان در مقیاسي صفحهاگر بخواهیم از

21برداري شود، در صورتیکه داشته باشیمنمونه ss )21متناظر با ff (12و NN  .1رابطه واقعی بینN2وN به
:این شکل است

)27                                                         (1
2

1
2 N
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s
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یا
)28                                                        (1
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N 

کاهش یابد، که در اینصورت به میزان قابل توجهی در زمان تواند برداري میینتر نرخ نمونهییعنی در فرکانسهاي پا
.شودمحاسبات صرفه جویی می

اگر ترکیب . تواند به هر طریقی بدون هیچ محدودیتی انجام شودسازي میدر این مرحله باید توجه کنیم که گسسته
برداري فقط در مواقعی و نمونهسازي محدودیتهاي گسسته. نیز رعایت شودنایکویستلازم نباشد، نیازي نیست معیار

ی است که اجازه یبردارحداقل نرخ نمونهنایکویستبرداري نرخ نمونه. که بازسازي مجدد مورد نظر باشد، مهم است
اي که قبلاً به آنها اشاره بردارهاي پایه. اش دوباره بازسازي شودهاي گسستهدهد سیگنال زمانی پیوسته از نمونهمی

.ظور از اهمیت بخصوصی برخوردار هستندشد، براي این من
),(موجک توان در صورتیکه همانطور که قبلاً گفتیم می sرا داشته باشد، معکوس آنرا از رابطه ) 25(شرط رابطه

در توان سیگنال را یا میآسوال اینست که . هر چند این امر براي تبدیل پیوسته نیز درست است. محاسبه کنیم) 24(
صورتیکه پارامترهاي مقیاس و زمان آن گسسته شده باشند، دوباره ساخت؟ پاسخ اینست که تحت شرایط خاصی این 

.امر امکان پذیر است
سپس پارامتر زمان بر طبق پارامتر مقیاس گسسته . شودروي یک شبکه لگاریتمی گسسته میsابتدا پارامتر مقیاس 

برداري روي یک به بیان دیگر نمونه. شودبرداري متفاوت انتخاب میخ نمونهخواهد شد، یعنی براي هر مقیاس یک نر
.گیردنشان داده شده است، صورت می) 27(شبکه دوتایی که در شکل

8Nyquist
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برداريشکل نمونه-27شکل 
به هر یک از CWT. مقیاس محدود شده را در نظر بگیرید-زمانصفحهاي را که توسط دو محور بعنوان کلناحیه

.خواهیم داشتCWTبنابراین تعداد نامحدودي ضرایب . دهدیک مقدار را نسبت میصفحهقاط اینن
از میان تعداد نقاط نامحدود، فقط تعداد محدودي با استفاده از . کنیمسازي محور مقیاس را بررسی میابتدا گسسته

انتخاب شود، 2اگر . است2براي لگاریتم معمولترین مبنا ،به دلیل همگرایی. شوندیک قانون لگاریتمی انتخاب می
را خواهیم ... و 81، 27، 9، 3بود، مقیاسهاي 3اگر مبنا . شوندمحاسبه می... و 64، 32، 16، 8، 4، 2فقط مقیاسهاي 

2از آنجا که مقیاسهاي گسسته با فاکتور . شودبعد از این مرحله محور زمان بر طبق محور مقیاس گسسته می. داشت
.یابدکاهش می2برداري محور زمان نیز براي هر مقیاس با فاکتور کنند، نرخ نمونهمیتغییر 

براي مورد بخصوصی (شود برداري مینقطه محور زمان نمونه32، فقط از )s=2(ینترین مقیاس یتوجه کنید که در پا
برداري محور مقیاس با فاکتور نمونه، از آنجا که نرخ s=4در مقیاس بعدي، ). نشان داده شده است) 27(که در شکل

.شودنمونه گرفته می16کاهش خواهد یافت و فقط 2یابد، در محور زمان نرخ نمونه برداري با فاکتور افزایش می2
مقیاس بگوییم، زیرا زمان در فضاي - شود، درستتر اینست که به آن انتقالمقیاس خوانده می- زمانصفحهاگرچه این

.زمان واقعی هنوز پیوسته استموجک،براي سریهاي. در طول زمان را داردموجکدلالت بر انتقالتبدیل در واقع 
موجکمانند ارتباط بین تبدیل فوریه پیوسته و سریهاي فوریه و تبدیل فوریه گسسته، در اینجا نیز یک تبدیل

.گسسته داریمموجک و یک تبدیلموجک پیوسته، یک سري
jssسازي فوق به زبان ریاضی، مقیاس گسسته به شکلبراي بیان روند گسسته 0و انتقال گسسته بصورت

00 ..  jsk10خواهد بود، که در آن s00و سازي انتقال به چه شکل به مقیاس توجه کنید که گسسته. است
.وابسته است0sبا

پیوستهموجکتابع 
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)30                                                  ()()( 00
2/

0,  ktsst jj
kj  

jssکه در آن 000و ..  jsk.
}{اگر ,kj یک پایهorthonormalبه این صورت خواهد بودموجک را تشکیل دهند، تبدیل سري:

)31                                                     ( dtttxkj kjx )()(, *
,ψ

یا
)32                                                 (

j
kj

k
x tkjctx )(,)( ,

 ψ

}{،موجکدر سري  ,kj بایدorthonormal ،biorthogonal و یاframeاگر. باشند}{ ,kj،orthonormal ،نباشد
:تبدیل می شود به) 31(رابطه

)33                                                     ( dtttxkj kjx )(ˆ)(, *
,ψ

ˆ)(که در آن *
, tkj، پایهdual biorthogonal یاdual frameنشان دهنده مزدوج است*توجه کنید که (باشد می.(

kjاگر ,،orthonormal یاbiorthogonal باشند، تبدیل بدون تکرار خواهد بود، در مقابل اگر از نوعframe ،باشند
.تر استسادهbiorthogonalیا orthonormalیافتن توابع پایه ها ازframeاز طرف دیگر، یافتن . تکرار خواهیم داشت

چشم . تمام مراحل را در مورد نگاه کردن به یک شئ خاص در نظر بگیرید. کندمقایسه زیر این مفهوم را روشنتر می
js0مقیاساین کار مطابق با تنظیم پارامتر. کندانسان ابتدا یک دید کلی را بسته به فاصله چشم از شئ تعیین می

مقیاس پائین، فرکانس بالا، (منفی و بزرگ است jکنیم، وقتی که به شئ نزدیکی با جزئیات زیاد نگاه می. است
در زاویه، در (و با افزایش بسیار کم ) یا چشمها(با حرکت آهسته سر ). آوردجزئیات بیشتري را در سیگنال بدست می

00، تغییرات کمی در مقدار)شوددیده میمسافت، بسته به شئی که  ..  jskتوجه کنید که وقتی . آیدبوجود میj

js0و تغییرات زیادي در) نرخ نمونه برداري بالا(،است با تغییرات کمی در زمان،معادلمنفی و بزرگ است، 
نمایی نیز در نظر تواند به عنوان بزرگپارامتر مقیاس می). برداري بالاو نرخ نمونهمقیاس پائین، فرکانسهاي بالا(

.گرفته شود
تواند کاهش یابد در حالیکه امکان بازسازي مجدد هنوز وجود داشته باشد؟ این برداري تا چه حد میونهمنرخ ن
از دیدگاه (مناسبترین مقدار . داده شودسازي فرآیند باید به آن پاسخ ترین سوالی است که براي بهینهاصلی
برداري باید کمترین مقدار ممکن را بدیهی است که وقتی نرخ نمونه. باشدمی1و براي0s ،2براي) نویسیبرنامه

.یابدنیز کاهش میorthonormalموجکهاي داشته باشد، تعداد 
سیگنالهاي مورد نظر بودند و موجک وسته که در این بخش آورده شد، در واقع سریهايپیموجکمثالهاي تبدیل

برداري از آنجا که نیازي به ساخت مجدد سیگنال نبود، نرخ نمونه. پارامترها بسته به سیگنال خاص انتخاب شده بودند
8به 2از 0و10به 2ز ا0sتلف،در برخی موارد بسیار زیر معیار انتخاب شده است، بعنوان مثال براي مثالهاي مخ

.تغییر کرده است
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گسستهموجکتبدیل- 3-6

گسسته مورد نیاز است؟موجکچرا تبدیل-1- 3-6
، اما این یک تبدیل گسسته کندفراهم میپیوسته امکان محاسبه آن را با کامپیوتر موجک گسسته کردن تبدیل

هستند، و CWTبرداري شده از در واقع یک نسخه نمونهموجکامر اینست که سریهايحقیقت . صحیح نیست
این . دهند، به شدت تکراري استاطلاعاتی که بخصوص در مواقعی که ساخت مجدد سیگنال مد نظر است، ارائه می

اطلاعات کافی ) DWT(گسسته موجکتبدیل. تکرار، از طرف دیگر، به زمان محاسبات و منابع قابل توجهی نیاز دارد
و مناسبی را هم در مورد تجزیه و هم ترکیب سیگنال اصلی، با درصد کاهش قابل توجهی در زمان محاسبات، ارائه 

.دهدمی
و خصوصیات و الگوریتمهایی که براي DWTمفاهیم پایه . تر استبسیار سادهCWTدر مقایسه با DWTپیاده سازي 

.مثالهایی آورده شده استDWTاند و براي کمک به بیان این بخش شرح داده شدهشوند، در محاسبه آن استفاده می

)DWT(گسسته موجکتبدیل-2- 3-6
تکنیکی براي تجزیه سیگنالهاي Galandو Croiser ،Estebanوقتیکه 1976برمی گردد به سال DWTپیدایش 

در مورد کد کردن سیگنالهاي گفتار کار مشابهی راFlanaganو Crochiere ،Weber. زمانی گسسته اختراع کردند
تکنیکی 1983لیکن در سال . نام نهادندsubbandآنها الگوي تجزیه خود راکدگذاري . در همان سال انجام دادند

نیز شناخته 9چندمقیاسیبا نام کدگذاري هرمی تعریف شد که به عنوان تجزیهsubbandبسیار مشابه کدگذاري 
بوجود subbandیک سري بهبودهایی را در الگوي کدگذاري Le Gallو Vetterli،1989بعدها در سال . شودمی

را شرح subbandدر ادامه روش کدگذاري . بردآوردند که تکرارهاي موجود در الگوي کدگذاري هرمی را از بین می
از مقالات و توانید اطلاعات بیشتر رامیچندمقیاسی گسسته و تئوري تجزیهموجکدر مورد تبدیل. دهیممی

.کتابهایی که با این عنوان وجود دارند، استفاده کنید

چندمقیاسیو تجزیهsubbandکدگذاري - 3- 3-6
مقیاس از سیگنال دیجیتال با استفاده از تکنیکهاي فیلترینگ -یک نمایش زمان. استCWTایده اصلی مانند 

تجزیه، تغییر مکان پنجره در زمان، ضرب آن با تغییر مقیاس پنجره CWTبخاطر بیاورید که . آیددیجیتال بدست می
در مورد گسسته، فیلترهایی از فرکانسهاي قطع مختلف . شددر سیگنال و انتگرالگیري در تمام زمانها، محاسبه می

سیگنال از یک سري فیلترهاي بالاگذر، براي تجزیه . شوندبراي تجزیه سیگنال در مقیاسهاي متفاوت استفاده می
.شودگذر، براي تجزیه فرکانسهاي پائین عبور داده میو از یک سري فیلترهاي پائینفرکانسهاي بالا
پذیري سیگنال، که مقیاسی براي میزان جزئیات موجود در سیگنال است، با عملیات فیلترینگ و درجه تفکیک

یک سیگنال، برابر subsampling. کندتغییر می) downsampling)subsamplingو upsamplingمقیاس با عملیات 
یعنی حذف 2با subsamplingبه عنوان مثال، . ها از سیگنالبرداري یا حذف برخی نمونهاست با کاهش نرخ نمونه

.دهدبار کاهش میnها در سیگنال را تعداد نمونهnبا یک فاکتور subsampling. هاي سیگنالبقیه نمونه

9Multiresolution
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upsamplingهاي جدید به آن، مطابق برداري یک سیگنال با اضافه کردن نمونهنهیک سیگنال، با افزایش نرخ نمو
شده که معمولاً صفر یا یک مقدار درونیابی(با دو یعنی اضافه کردن یک نمونه جدید upsamplingبعنوان مثال، . است
.کندبرابر میnها را تعداد نمونه،nاز یک سیگنال با فاکتور upsampling. ، بین هر دو نمونه از سیگنال)است

برداري نمونهCWTمعمولاً روي یک شبکه دوتایی از DWTاگر چه این تنها انتخاب ممکن نیست، اما ضرایب 
20شوند، یعنی،می s10و  که با استفاده از این مقادیر همانطور که در بخشهاي قبل گفته شد، داریم ،js 2

jkو 2* . از آنجا که سیگنال یک تابع گسسته زمانی است، عبارات تابع و رشته در ادامه بحث ممکن است به
.یک عدد صحیح استnشود، که در آن بیان میx[n]شته با راین . جاي هم استفاده شوند

halfگذر دیجیتال فرآیند با عبور سیگنال از یک فیلتر پائین band با پاسخ ضربهh[n]عملیات . شود، آغاز می
در زمان کانولوشن عملیات. سیگنال با یک پاسخ ضربه از فیلتر10کانولوشنفیلترینگ یک سیگنال معادل است با
:گسسته به صورت زیر تعریف می شود
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k

knhkxnhnx ][].[][*][

بعنوان مثال، اگر . کندتمام فرکانسهاي بزرگتر از نصف بالاترین فرکانس را حذف میhalf bandگذر ائینیک فیلتر پ
هرتز را 500تمام فرکانسهاي بالاي half bandگذر هرتز باشد، سپس فیلتر پائین1000یک سیگنال داراي حداکثر 

.کندحذف می
در سیگنالهاي گسسته، فرکانس بر حسب رادیان بیان . دار استاي برخورواحد فرکانس در این مورد از اهمیت ویژه

بنابراین، جز با . خواهد بودنرادیان بر حسب فرکانس رادیا2برداري سیگنال برابردر نتیجه، فرکانس نمونه. شودمی
برداري شده نمونه) سیگنال استکه دو برابر فرکانس حداکثر در (نایکویست فرکانس حداکثر اگر سیگنال با نرخ

از این . رادیان بر ثانیه در فضاي فرکانس گسسته استبرابرنایکویست رادیان خواهد بود، یعنی نرخباشد، برابر 
یار معمول است، در مواردي از آنجا که استفاده از هرتز بس. رو استفاده از هرتز براي سیگنالهاي گسسته مناسب نیست

فرکانس در واحدبنابراین، بخاطر داشته باشید که . کنیماي را شرح دهیم، از آن استفاده میکه نیاز باشد مساله
.گنالهاي گسسته زمانی رادیان استسی

/2رکانساند و سیگنال داراي بالاترین فحذف شدهنایکویست ها بر طبق قانونبعد از این مرحله نیمی از نمونه

کند، و سیگنال نیمی از میsubsampleدو حذف هر نمونه دیگر سیگنال را با فاکتور. رادیان استادیان به جاير
گذر توجه کنید که فیلترهاي پائین. مقیاس سیگنال در حال حاضر دو برابر شده است. نقاط خود را خواهد داشت

مقیاس را تغییر subsamplingفقط فرآیند . دهندکنند اما مقیاس را تغییر نمیت فرکانسهاي بالا را حذف میاطلاعا
رزولوشن، از طرف دیگر، بستگی به میزان اطلاعات در سیگنال دارد، و بنابراین تحت تاثیر عملیات فیلترینگ . دهدمی

توان آنرا بصورت از دست کنند که مینیمی از فرکانسها را حذف میhalf bandگذر فیلترهاي پائین. گیردقرار می
توجه کنید . شودپذیري بعد از عملیات فیلترینگ نصف میبنابراین درجه تفکیک. دادن نیمی از اطلاعات تعبیر کرد

سیگنال، گذارد، زیرا در هر صورت حذف نیمی از اجزا فرکانسیروي رزولوشن تاثیر نمیsubsamplingکه عملیات 
بطور خلاصه، . توانند حذف شوندها بدون از دست رفتن اطلاعات مینصف نمونه. کندها را نصف میتعداد تکرار نمونه

10Convolution
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subsampleدو سیگنال سپس با فاکتور. گذاردکند اما مقیاس را بدون تغییر میگذر رزولوشن را نصف میفیلتر پائین

.کنداین امر مقیاس را دو برابر می. هستندها تکراريشود زیرا نیمی از نمونهمی
:این فرآیند می تواند به زبان ریاضی به این شکل نشان داده شود
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زولوشنهاي متفاوت سیگنال را در فرکانسهاي مختلف با رDWT.کنیرا بررسی میDWTحال طریقه دقیق محاسبه 
دو مجموعه DWT. کند، تحلیل می)detail(کلی و اطلاعات جزئیات ) approximation(با تجزیه سیگنال به تقریب 

. گذر و بالاگذر هستندینی، که به ترتیب مربوط به فیلترهاي پاموجککند، توابع مقیاس و توابع تابع را استفاده می
درپی سیگنال در بعد زمان گذر پیینیمختلف بسادگی با فیلترینگ بالاگذر و پاتجزیه سیگنال به باندهاي فرکانسی 

، عبور h[n]گذر، ینی، و یک فیلتر پاhalf band ،g[n]، ابتدا از یک فیلتر بالاگذر x[n]سیگنال اصلی، . شودانجام می
توانند حذف شوند، زیرا سیگنال مینایکویستبعد از عملیات فیلترینگ نیمی از نمونه ها بر طبق قانون. شودداده می

. شودsubsampleدو تواند با فاکتوراز این رو سیگنال می. استبه جاي/2در این مرحله داراي حداکثر فرکانس
:توان آن را به این شکل نمایش داددهد و بصورت ریاضی میاین یک سطح از تجزیه را نشان می
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.هستنددوsubsamplingین گذر بعد از یبه ترتیب خروجی فیلترهاي بالاگذر و پاkylow][و kyhigh][که در آن
اگرچه این . کنندها کل سیگنال را مشخص میکند زیرا فقط نیمی از نمونهرزولوشن زمانی را نصف می،این تجزیه

کند، زیرا باند فرکانسی در حال حاضر فقط نیمی از باند فرکانسی قبلی را عملیات رزولوشن فرکانسی را دو برابر می
نیز شناخته subbandروند فوق که بعنوان کدگذاري . کندابهام را در فرکانس نصف میپوشانده است، ولی بطور موثر 

و از (ها نصف تعداد نمونهsubsamplingدر هر سطح، فیلترینگ و . تواند تکرار شودشود، براي تجزیه بیشتر میمی
. دهدرا نتیجه می) فرکانسیو از این جهت دو برابر رزولوشن (و نصف باند فرکانس ) این رو نصف رزولوشن زمانی

به ترتیب فیلترهاي g[n]و h[n]سیگنال اصلی براي تجزیه، و x[n]دهد، که در آن این روند را شرح می) 28(شکل 
.مشخص شده استfپهناي باند سیگنال در هر سطح در شکل با . گذر هستندینیبالا و پا
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g[n]و h[n]به کمک فیلترهاي DWTانجام -28شکل 

رایان نقطه نمونه داشته باشد، که در یک باند فرکانسی از صفر تاx[n] ،512عنوان مثال، فرض کنید سیگنال اولیه ب
شود و سپس عملیات ین گذر عبور داده مییدر اولین سطح تجزیه، سیگنال از فیلترهاي بالا و پا. بر ثانیه قرار دارند

subsamplingگیرد اما ، را در برمی)بنابراین نصف رزولوشن زمانی(نقطه 256خروجی فیلتر بالاگذر . ردگیانجام می
نمونه ضرایب اولین سطح 256این ). دو برابر کردن رزولوشن فرکانسی(شود را شامل میتا /2فقط فرکانسهاي

DWT ین باند فرکانسی از صفر تاینمونه است ولی اینبار نیمه پا256گذر هم ینیخروجی فیلتر پا. استرا شامل
2/گذر عبور ینیاین سیگنال سپس براي تجزیه بیشتر از همین فیلترهاي بالا و پا. گیردرادیان بر ثانیه را در بر می

نمونه در باند فرکانسی صفر 128انجام شده، subsamplingگذر دوم که بعد از آن ینیخروجی فیلتر پا. شودداده می
نمونه در باند فرکانسی128انجام شده، subsamplingرادیان بر ثانیه، و خروجی فیلتر بالاگذر که بعد از آن /4تا
4/ 2تا/ومین فیلتر بالاگذر ضرایب سیگنال خروجی د. ادیان بر ثانیه خواهد بودرDWT سطح دو را تشکیل

به . له اول نصف رزولوشن زمانی اما دو برابر رزولوشن فرکانسی را داردحاین سیگنال نسبت به سیگنال مر. دهدمی
افزایش 4کاهش یافته و رزولوشن فرکانسی با فاکتور 4رزولوشن زمانی با فاکتور ،بیان دیگر، به نسبت سیگنال اصلی

این روند تا زمانی که دو نمونه . شودگذر براي تجزیه بیشتر دوباره فیلتر میینیسپس خروجی فیلتر پا. فته استیا
هاي مرحله براي این مثال خاص هشت سطح تجزیه خواهیم داشت، که هر یک نصف نمونه. یابدباقی بماند ادامه می
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در این (آید سیگنال اصلی با ترکیب تمام ضرایب با شروع از آخرین سطح تجزیه، بدست میDWT. قبل را دارند
.برابر سیگنال اصلی ضریب خواهد داشتDWTسپس ). ماندمورد دو نمونه باقی می

که شامل DWTاي از سیگنال تر هستند بصورت نوسانهاي بزرگ در ناحیهفرکانسهایی که در سیگنال اصلی برجسته
تفاوت این تبدیل با تبدیل فوریه اینست که اطلاعات زمانی این فرکانسها . شوندرکانسهاي خاص است، ظاهر میآن ف

محلی کردن زمان داراي رزولوشنی است که بستگی به سطحی دارد که این فرکانسها در آن ظاهر . روداز دست نمی
سازي زمانی این دهد، محلیرخ میآنچه که فته باشد، اگر اطلاعات اصلی سیگنال در فرکانسهاي بالا قرار گر. اندشده

ولی اگر . شوندگیرد، از این رو این فرکانسها با تعداد نمونه هاي بیشتري مشخص میفرکانسها دقیقتر صورت می
ین قرار گرفته باشد، محلی سازي زمانی خیلی دقیق نخواهد بود و تعداد نمونه یاطلاعات اصلی فقط در فرکانسهاي پا

در نتیجه این فرآیند رزولوشن زمانی خوبی را براي . ی براي بیان سیگنال در این فرکانسها استفاده خواهد شدکم
بیشتر سیگنالهایی که در عمل با . دهدین ارائه مییفرکانسهاي بالا و رزولوشن فرکانسی خوبی را براي فرکانسهاي پا

.آنها مواجه هستیم از این نوع هستند
بدون DWTکه در سیگنال اصلی خیلی برجسته نیستند، دامنه خیلی کمی دارند، و آن قسمت از باندهاي فرکانسی

الب یک قدر )29(شکل. دهدها را میتواند حذف شود، که این امر امکان کاهش دادههیچ اتلاف اطلاعات اصلیی می
بالا،) 29(شکل . ام می شودبه چه شکلند و کاهش داده به چه شکل انجDWTمثال شرح می دهد که سیگنالهاي 

ها و محور افقی تعداد نمونه. نمونه نشان می دهد که بعد دامنه آن نرمالایز شده است512یک سیگنال نوعی را با 
را بالا) 29(سیگنال شکلDWTسطح 8پایین نیز) 29(شکل. دهدمحور عمودي دامنه نرمالایز شده، را نشان می

نمونه قبلی برابر باند 128در این سیگنال معادل باند فرکانسی حداکثر سیگنال و نمونه آخر256. دهدنشان می
نمونه اول که معادل 64باید توجه کنید که فقط . باشدفرکانسی حداکثر در سطح دوم و همینطور الی آخر می

. اقع اطلاعاتی نداردینترین فرکانسها در تجزیه هستند، اطلاعات مناسب را در بر دارند، و بقیه سیگنال در ویپا
این روند ارائه یک الگوي کاهش داده موثر . توانند حذف شوندتاي اول بدون اتلاف اطلاعات می64بنابراین، همه بجز 

.استDWTتوسط 
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کاهش دادهفرایند و DWTسیگنالهاي - 29شکل 
.بررسی خواهیم کردرسانیم و سپس دوباره این مثال را را به پایان میDWTدر ادامه تحلیل ریاضی 

گذر از ینیفیلترهاي بالا و پا. گذر استینیرابطه بین پاسخ ضربه و فیلترهاي بالا و پاDWTیک خصیصه مهم 
:یکدیگر مستقل نیستند و رابطه زیر را با هم دارند

)38                                                  (][.)1(]1[ nhnLg n

توجه کنید که دو فیلتر . است) تعداد نقاط(طول فیلتر Lگذر و ینیفیلتر پاh[n]فیلتر بالاگذر و g[n]که در آن 
فیلترهایی که این شرط . اندهاي معکوس یکدیگر هستند که بصورت یک در میان در اندیسهاي فرد قرینه شدهنسخه

) Quadrature Mirror Filters)QMFام شوند و با نرا داشته باشند در پردازش سیگنال بطور معمول استفاده می
:تواند بصورت زیر بیان شودمیsubsamplingدو عملیات فیلترینگ و . شوندشناخته می
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براي . دهندرا تشکیل میorthonormalپایه half bandبازسازي در این مورد بسیار ساده است چرا که فیلترهاي 
شود، میupsampleدو سیگنال در هر سطح با فاکتور . بازسازي سیگنال اولیه کافیست فرآیند فوق را معکوس کنیم

. گیردشود و سپس جمع صورت میعبور داده می) گذرینیبه ترتیب بالاگذر و پا(h’[n]و g’[n]از فیلترهاي ترکیبی 
بنابراین فرمول بازسازي . مساله قابل توجه اینکه فیلترهاي تجزیه و ترکیب بجز در مورد معکوس زمانی با هم برابرند

:براي هر سطح برابر است با

)41                              (   





k

lowhigh knhkykngkynx ]2[].[]2[].[][



تبدیل موجک

38

اگرچه تحقق فیلترهاي . توانست صورت بگیردآل نبودند، ساخت مجدد کاملاً نمیایدهhalf bandاما اگر فیلترها 
. توان فیلترهایی پیدا کرد که بازسازي کامل را امکان پذیر کنندآل ممکن نیست، اما تحت شرایط خاصی میایده

.معرفی شدIngrid Daubecheisاست که توسط Daubecheisموجکمعروفترین آنها 
و یا 2را انجام داد، باید طول سیگنال توانی از 2با فاکتور subsamplingتوجه کنید که براي اینکه بتوان عملیات 

بعنوان مثال، اگر طول . کندطول سیگنال تعداد سطوح تجزیه را مشخص می. باشد2حداقل ضریبی از توانی از 
.تجزیه خواهیم داشتسطح10باشد، 1024سیگنال 

شوند، نسبتاً عجیب ارائه میDWTدر برخی موارد نسبتاً دشوار است چرا که روشی که ضرایب DWTتفسیر ضرایب 
در هر سطح با شروع از سطح آخر به هم الحاق DWTبراي اینکه یک داستان طولانی را کوتاه کنیم، ضرایب . است
:توجه کنیدزیر ال براي روشن شدن این مفهوم به مث. شوندمی

DWTخواهیم ضرایب مگاهرتز داریم و می10برداري نمونه و فرکانس نمونه256فرض کنید یک سیگنال با طول 

مگاهرتز است بزرگترین فرکانسی که در سیگنال وجود 10از آنجا که فرکانس نمونه برداري . آن را محاسبه کنیم
شدهعبور داده g[n]و یک فیلتر بالاگذر h[n]گذر ینیل از یک فیلتر پادر سطح اول سیگنا. باشدمگاهرتز می5دارد، 

. دهدسطح اول را تشکیل میDWTخروجی فیلتر بالاگذر ضرایب . شودمی2subsampleو خروجی آنها با فاکتور 
ایی هستند که هنمونه آخرین نمونه128این . دهندنشان می[5 2.5]تاست و سیگنال را در محدوده 128تعداد آنها 

گیرد و در ادامه براي را در برمی[2.5 0]نمونه دارد، فرکانسهاي 128گذر، که ینیخروجی فیلتر پا. شوندرسم می
دهند و این را تشکیل می2DWTخروجی فیلتر بالاگذر دوم ضرایب سطح . شوندفرستاده میg[n]و h[n]تجزیه به 

گذر سطح دو دوباره تجزیه ینیخروجی فیلتر پا. شوندمودار آورده مینمونه سطح یک در ن128نمونه قبل از 64
DWTنمونه قبل از ضرایب 32این . دهندرا تشکیل می3DWTخروجی فیلتر بالاگذر سوم ضرایب سطح . شودمی

.شوندسطح دو آورده می
این ضریب اولین مقداریست . بتوان محاسبه کرد9در سطح DWTیابد که فقط یک ضریب این روند آنقدر ادامه می
256و همینطور تا 6ضریب سطح 16، 7ضریب سطح 4، 8ضریب سطح 2در ادامه . شودکه در نمودار رسم می

شود و ین استفاده مییتوجه کنید که تعداد کم و کمتري ضریب در فرکانسهاي پا. شوندضریب سطح یک آورده می
ین ییابد، اما چون فاصله بین دو فرکانس در فرکانسهاي پاوشن زمانی با کاهش فرکانسها، کاهش میدر نتیجه رزول

بدیهی است که چند ضریب اولیه میزان اطلاعات زیادي را در . یابد، رزولوشن فرکانسی افزایش یافته استکاهش می
را بطور کامل شرح DWTن نمایش عجیب براي اینکه ای. بر ندارند چرا که رزولوشن زمانی بشدت کاهش یافته است

نمونه است، که با نرخ 256یک سیگنال ماورا صوت با طول ،سیگنال. کنیمدهیم، یک سیگنال واقعی را بررسی می
مگاهرتزي ایجاد شده، بنابراین 25/2این سیگنال در اصل با استفاده از مبدل . برداري شده استمگاهرتز نمونه25

. گیرندرا در برمی[12.5 6.25]نمونه محدوده 128آخرین . مگاهرتز قرار دارد25/2ل درجز طیفی اصلی سیگنا
توان بدون ها را میتوان دید اینجا هیچ اطلاعاتی وجود ندارد، بنابراین این نمونههمانطور که با استفاده از نمودار می

دهند که مگاهرتز نشان می[6.25 3.12]ده نمونه قبلی، سیگنال را در محدو64. هیچ اتلاف اطلاعاتی حذف نمود
نوسانهاي کوچک ممکن است به دلیل نویزهاي با فرکانس بالا در سیگنال . هنوز هیچ اطلاعات مهمی را در بر ندارد

رود، همانطور که انتظار می. دهندمگاهرتز نشان می[3.1 1.5]نمونه قبل از آن سیگنال را در محدوده 32. باشند
هستند و [1.5 0.75]نمونه جلوتر هم در محدوده 16. نمونه متمرکز شده است32سیگنال در این انرژي اصلی 

هاي نمونه. دهندشوند فرکانسهاي پائینی که سیگنال در بر گرفته، را نشان میهایی که در این سطح دیده میقله
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توانیم فقط تا سطوح سوم ان گفت که میتوبخوبی می. کنندپیش از این به احتمال زیاد اطلاعات مهمی را حمل نمی
نمونه نمایش دهیم که کاهش بسیار خوبی در داده ارائه 48=32+16نمونه را با 256یا چهارم پیشروي کنیم و 

.دهدمی
همانطور که . کند، پردازش تصویر استبیشترین استفاده را میموجکیکی از بسترهایی که از این خصوصیت تبدیل 

سازي مطالبه پذیري بالا، فضاي زیادي براي ذخیرهدانید تصاویر، بالاخص تصاویر با درجه تفکیکمیاحیاناً بخوبی 
حال ببینید که چگونه . پذیري بکار رودتواند براي کاهش اندازه تصویر بدون کاهش زیاد تفکیکمیDWT. کنندمی

.گیرداین کار صورت می
ینتر یسطر را محاسبه کنید و ضرایبی را که از یک آستانه خاص پاهر DWTتوانید براي یک تصویر داده شده، می

سپس براي ساخت دوباره سطرهاي تصویر اصلی، به سطرها به اندازه ضرایب حذف شده صفر . هستند، دور بریزید
توانیم تصویر را در باندهاي فرکانسی مختلف تجزیه همچنین می. کنیمرا اجرا میDWTکنیم و معکوس اضافه می

. نیم و براي بازسازي تصویر فقط از باندهاي خاصی استفاده کنیمک
گذر و بالاگذر ینیاز هر دو طرف پا) subbandکدگذاري (مساله دیگر که توجهی زیادي را به خود جلب کرده، تجزیه 

دیده شود که در تواند به این صورت این مساله می. ین بطور مجزاییعنی تمرکز بر روي باندهاي فرکانس بالا و پا. است
در اینجا این . شودنامیده میموجکهاي نتیجه چیزي است که بسته. را داشته باشیم) 28(دو طرف درخت شکل

.بحث استکنیم چون بالاتر از محدوده این مبحث را باز نمی
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